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Povzetek
V tej diplomski nalogi bomo govorili o ničlah polinomov in njihovih odvodov - bolj
natančno o geometriji ničel. Raziskovali bomo, kako so ničle polinomov in njihovih
odvodov povezane in kakšne geometrijske lastnosti imajo.
Geometry of zeros of a polynomial and it’s derivative
Abstract
The main topic of this thesis is the geometry of the zeros of polynomials and their
derivatives. We will explore, how the zeros of polynomials and their derivatives are
linked and what type of geometric properties they have.
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Rolleove množice, Steinerjeva elipsa
Keywords: polynomials, derivatives, zeros, geometry of zeros, algebraic curves,
Rolle sets, Steiner ellipse
Uvod
V tej diplomski nalogi bomo govorili o geometriji ničel polinoma in njegovega od-
voda. Najprej si bomo pogledali Gauss-Lucasov izrek, ki nam da osnovno povezavo
med ničlami polinoma in ničlami njegovega odvoda in nekaj njegovih posplošitev.
Nato bomo natančneje preučevali kubične polinome. Ogledali si bomo tudi nekaj
posplošitev izrekov o kubičnih polinomih. Potem se bomo osredotočili na tako ime-
novane Rolleove množice. Povedali bomo, kaj so te množice ter kakšne lastnosti
imajo. Raziskali bomo tudi domnevo o Rolleovih množicah ter dokazali to domnevo
za nekaj omejenih primerov.
Polinome bomo običajno označevali kot p, njihove koeficiente pa kot aj ∈ C,
j = 0, . . . , n, kjer je n stopnja polinoma. Tako bo p(z) = ∑nj=0 ajzj. Ničle polinoma
bodo označene kot zj, j = 1, . . . , n, ničle odvoda p′ pa kot wk za k = 1, . . . , n −
1. Praviloma bomo govorili o moničnih polinomih, torej takšnih, ki imajo vodilni
člen an = 1. Ker nas zanimajo le ničle polinoma in odvoda, smemo to vedno
predpostaviti, saj deljenje z vodilnim koeficientom ne spremeni lege ničel.
1. Gauss-Lucasov izrek
Najprej si bomo ogledali Gauss-Lucasov izrek in nekaj njegovih posplošitev. Ta
izrek nam poda osnovno povezavo med ničlami polinoma in ničlami njegovega od-
voda. Rezultati so povzeti po [1].
Izrek 1.1 (Gauss-Lucasov izrek). Če za neka c ∈ C in R ∈ R vse ničle nekonstan-
tnega polinoma p ležijo znotraj kroga {z ∈ C; |z −c| ≤ R}, potem vse ničle njegovega
odvoda p′ ležijo v istem krogu.
Izreka ne bomo direktno dokazovali. Namesto tega si bomo ogledali in dokazali
naslednjo posplošitev izreka.
Izrek 1.2. Če za neka c ∈ C in R ∈ R vse ničle polinoma p stopnje n ležijo znotraj
kroga {z ∈ C; |z − c| ≤ R} in če w ∈ C izpolnjuje neenakost
(1) |(w − c)p′(w)| ≤ |(w − c)p′(w) − np(w)|,
potem velja
|w − c| ≤ R.
Če je neenakost (1) stroga, potem je tudi zgornja neenakost stroga.
Ta izrek res zajema tudi Gauss-Lucasov izrek. Namreč, če imamo c ∈ C, R ∈ R
in polinom p kot v Gauss-Lucasovem izreku in je w ničla p′, potem je neenakost
(1) izpolnjena in velja |w − c| ≤ R. Torej vse ničle p′ ležijo znotraj kroga {z ∈
C; |z − c| ≤ R}. Pred dokazom tega izreka si oglejmo p′
p
. Lahko zapišemo p kot














Realni del kompleksnega števila bomo označenali z ℜ, imaginarni pa z ℑ. Sedaj se
lahko lotimo dokaza izreka 1.
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Dokaz. Naj bo w ∈ C tak, da izpolnjuje neenakost (1). Če je p(w) = 0, potem zaradi
pogoja v izreku velja |w − c| ≤ R, oziroma da w leži v krogu {z ∈ C; |z − c| ≤ R}.
Sedaj predpostavimo, da p(w) ̸= 0. Neenakost (1) lahko zapišemo kot⏐⏐⏐⏐⏐(w − c)p′(w)np(w)
⏐⏐⏐⏐⏐ ≤
⏐⏐⏐⏐⏐1 − (w − c)p′(w)np(w)
⏐⏐⏐⏐⏐ .
Sedaj imamo neenakost oblike |a| ≤ |1 − a| za nek a ∈ C. To pomeni, da je razdalja
od a do izhodišča manjša, kot razdalja od a do 1. Kompleksna števila, za katera to
velja, so natanko tista, ki imajo realni del manjši od 12 .












Naj bodo z1, z2, . . . , zn ničle p. Po predpostavki velja |zj − c| ≤ R za vsak j =








Če to vstavimo v (2), dobimo
n∑
j=1












Iz tega sledi, da za vsaj en k velja
(3) ℜ w − c
w − zk
≤ 12 .
Za ta k potem velja tudi⏐⏐⏐⏐ w − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ ≤ ⏐⏐⏐⏐1 − w − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ = ⏐⏐⏐⏐w − zk − w + cw − zk
⏐⏐⏐⏐ = ⏐⏐⏐⏐ zk − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ ,
iz česar sledi |w − c| ≤ |zj − c|. Po prepostavki vemo, da velja |zj − c| ≤ R za vsak
j, torej velja tudi
(4) |w − c| ≤ R.
Če pri (1) velja stroga neenakost, potem tudi pri (2) velja stroga neenakost in zato
tudi pri (3). Torej tudi pri (4) velja strogi neenačaj. S tem je izrek dokazan. □
Obstaja tudi dopolnitev izreka za primer, ko nobena ničla polinoma ne leži znotraj
kroga.
Izrek 1.3. Če za neka c ∈ C in R ∈ R vse ničle polinoma p stopnje n ležijo v
{z ∈ C; |z − c| ≥ R} in če w ∈ C izpolnjuje neenakost
(5) |(w − c)p′(w)| ≥ |(w − c)p′(w) − np(w)|,
potem velja
|w − c| ≥ R.
Dokaz izreka je analogen prejšnjemu.
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Dokaz. Naj bo w ∈ C tak, da izpolnjuje neenakost (5). Če je p(w) = 0, potem
po predpostavki o ničlah p iz izreka drži |w − c| ≥ R. Sedaj predpostavimo, da
p(w) ̸= 0. Neenakost (5) preoblikujemo v⏐⏐⏐⏐⏐(w − c)p′(w)np(w)
⏐⏐⏐⏐⏐ ≥
⏐⏐⏐⏐⏐1 − (w − c)p′(w)np(w)
⏐⏐⏐⏐⏐ .






Naj bodo z1, z2, . . . , zn ničle p. Po predpostavki velja |zj − c| ≥ R, za vsak j =








Združimo rezultata in dobimo
n∑
j=1












To pomeni, da obstaja k, za katerega velja
ℜ w − c
w − zk
≥ 12 .
Potem velja tudi ⏐⏐⏐⏐ w − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ ≥ ⏐⏐⏐⏐1 − w − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ = ⏐⏐⏐⏐ zk − cw − zk
⏐⏐⏐⏐ ,
Iz tega sledi |w − c| ≥ |zj − c|. Po predpostavki, da je |zj − c| ≥ R za vsak j, dobimo
|w − c| ≥ R. Kot pri prejšnjem izreku hitro vidimo, da iz stroge neenakosti v (5)
sledi |w − c| > R. □
Oglejmo si sedaj še izrek o ničlah odvoda polinoma v okolicah ničel polinoma.
Izrek 1.4. Naj bo a ∈ R, 0 ≤ a < 1 in p polinom stopnje n. Za p naj velja, da ima
vse ničle v krogu {z ∈ C; |z| ≤ 1}. Naj bo q polinom stopnje n − 1 in naj velja










⏐⏐⏐⏐⏐ ≥ n − 12 ,
potem ima odvod p′ vsaj eno ničlo v krogu {z ∈ C; |z − a| ≤ 1}.
Za dokaz tega izreka bomo potrebovali sledečo lemo.
Lema 1.5. Če je p polinom stopnje n z ničlami z1, z2, . . . , zn, potem za vsak t ∈
C, p(t) ̸= 0 velja
2ℜtp
′(t)







































































































































S tem je lema dokazana. □
Sedaj se lahko lotimo dokaza izreka 1.4.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da velja neenakost (6). Če je a = 0, potem po
predpostavki vse ničle p ležijo v krogu {z ∈ C; |z| ≤ 1}, torej po Gauss-Lucasovem
izreku v tem krogu ležijo tudi vse ničle p′. S tem smo izrek dokazali za a = 0.
Predpostavimo sedaj, da a ̸= 0. Po pogojih iz izreka velja p(z) = (z − a)q(z). Iz
tega lahko izrazimo
p′(z) = (z − a)q′(z) + q(z)
in
p′′(z) = (z − a)q′′(z) + 2q′(z)
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V zgornji enakosti vstavimo a, da dobimo p′(a) = q(a) in p′′(a) = 2q′(a). Če velja
p′(a) = 0, potem je to iskana ničla p′ v krogu {z ∈ C; |z − a| ≤ 1}. Predpostavimo
torej, da p′(a) ̸= 0. V tem primeru velja q(a) ̸= 0.
Vemo, da a ni ničla p′, torej a in p′ izpolnjujeta predpostavke iz leme. Naj bodo
w1, w2, . . . , wn−1 ničle odvoda p′. Po lemi velja
2ℜap
′′(a)















q(a) ≤ (n − 1)a
2.






Če to združimo z rezultatom leme, imamo











≤ (n − 1)a2 − n + 1 = (n − 1)(a2 − 1),





≥ (n − 1)(1 − a2).
Iz te neenakosti lahko sklepamo, da obstaja vsaj en tak k, da velja
|wk|2 − a2
|wk − a|2
≥ 1 − a2.
To neenakost zapišemo v obliki
(1 − a2)|wk − a|2 + a2 ≤ |wk|2.
Iz tega lahko s pomočjo Gauss-Lucasovega izreka ugotovimo, da velja |wk − a| ≤ 1,
kar pomeni, da ima p′ vsaj eno ničlo v krogu {z ∈ C; |z−a| ≤ 1}. Izrek torej velja, če
predpostavimo neenakost (6). Sedaj predpostavimo, da velja neenakost (7). Lahko
zapišemo ⏐⏐⏐⏐⏐ 1a − w1 + 1a − w2 + · · · 1a − wn−1
⏐⏐⏐⏐⏐ =
⏐⏐⏐⏐⏐p′′(a)p′(a)
⏐⏐⏐⏐⏐ ≥ n − 1.
Iz tega sledi, da obstaja vsaj en k, da velja⏐⏐⏐⏐ 1a − wk
⏐⏐⏐⏐ ≥ 1
oziroma |wk − a| ≤ 1, kar izrek dokaže tudi za drugo neenakost. □
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Ta izrek porodi domnevo, ki še ni dokazana.
Domneva 1. Naj bo p polinom stopnje n in a ∈ R, 0 ≤ a ≤ 1 ničla polinoma p.
Naj bodo z1, z2, . . . , zn−1 ostale ničle p. Naj velja |zj| ≤ 1 za vsak j. Potem krog
{z ∈ C; |z − a| ≤ 1} vsebuje vsaj eno ničlo p′.
Sedaj si bomo ogledali še eno posplošitev Gauss-Lucasovega izreka. Dokaz je
povzet po [4, izrek 6,1].
Definicija 1.6. Konveksna ovojnica množice A ⊆ C je najmanjša konveksna mno-
žica, ki A vsebuje.
Za naše potrebe bomo potrebovali le konveksne ovojnice končnih množic, ki pa so
najmanjši konveksni mnogokotniki, ki vsebujejo vse točke iz množice.
Izrek 1.7. Naj bo p nekonstanten polinom s kompleksnimi koeficienti. Ničle njego-
vega odvoda p′ so vsebovane v konveksni ovojnici ničel p.
Dokaz. Če ničla odvoda wk leži v konveksni ovojnici ničel polinoma pj, mora obsta-
jati nabor nenegativnih koeficientov l1, . . . , ln, za katere velja l1 + · · · + ln = 1, s












za vse z ∈ C \ {z1, . . . , zn}.


























Označimo sedaj dj = 1/|wk − zj|2 za j = 1, . . . , n in D =
∑n
j=1 dj. Potem lahko












To pomeni, da je možno wk izraziti kot linearno kombinacijo zj s samimi pozitivnimi
koeficienti. Prav tako velja, da je ∑nj=1 djD = DD = 1, torej imamo v resnici konveksno
kombinacijo zj. Iz tega sledi, da lahko wk izrazimo kot konveksno kombinacijo zj,
torej v tem primeru izrek velja. Sedaj predpostavimo, da je wk ničla tako odvoda p′
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kot tudi polinoma p. Vsaka množica je podmnožica svoje konveksne ovojnice, torej
izrek velja tudi v tem primeru. □
2. Ničle kubičnih polinomov
V tem razdelku bomo natančneje obravnavali lego ničel odvodov kubičnih poli-
nomov. Rezultati so povzeti po [5]. Predno se omejimo na kubične polinome, pa si
oglejmo, v kakšnem razmerju sta si težišče ničel polinoma in težišče ničel odvoda.
Trditev 2.1. Težišče ničel polinoma p in težišče ničel njegovega odvoda p′ sovpadata.
Dokaz. Naj bodo zj, 1 ≤ j ≤ n, ničle polinoma p in wj, 1 ≤ j ≤ n − 1, ničle
njegovega odvoda p′. Vietove formule nam povedo, da veljata enakosti
an−1 = −(z1 + z2 + · · · + zn),
(n − 1)an−1
n








(z1 + z2 + · · · + zn) =
1
n − 1(w1 + w2 + · · · + wn−1).
Na levi strani enakosti je formula za težišče ničel odvoda, na desni strani pa je
formula za težišče ničel odvoda. S tem je trditev dokazana. □
Predpostavili bomo, da so vse tri ničle z1, z2, z3 različne in nekolinearne. Predpo-
stavili bomo, da je p moničen torej, da je p(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3). Zanimiv
odnos med ničlami kubičnega polinoma in ničlami njegovega odvoda je izražen s
Siebeckovim izrekom.
Definicija 2.2. Steinerjeva elipsa danega trikotnika △z1z2z3 je včrtana elipsa, ki
je tangentna na stranice trikotnika v razpoloviščih stranic.
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Slika 1.
Izrek 2.3 (Siebeckov izrek). Naj bo p polinom s kompleksnimi koeficienti stopnje 3 z
nekolinearnimi ničlami z1, z2 in z3. Ničli njegovega odvoda p′ sta gorišči Steinerjeve
elipse trikotnika △z1z2z3.
Pred dokazom izreka moramo pokazati, da Steinerjeva elipsa obstaja. To nam
pove Steinerjev izrek.
Lema 2.4 (Steinerjev izrek). Steinerjeva elipsa trikotnika △z1z2z3 vedno obstaja
in je enolično določena. Če je zS = 13(z1 + z2 + z3) težišče trikotnika, potem imata
gorišči Steinerjeve elipse enačbo




3(z1z2 + z2z3 + z1z3).
Za dokaz leme bomo uporabili afine transformacije. Ravnino, v kateri leži triko-
tnik, bomo obravnavali kot kompleksno ravnino C. Vsaki točki (x, y) ∈ R2 bomo
dodelili kompleksno število z = x + iy. Linearna transformacija f ima obliko
f(z) = Az + Bz,
kjer je A = a1 + ia2 in B = b1 + ib2 in so a1, a2, b1, b2 ∈ R. Želimo dobiti matrično
obliko od f , torej si moramo ogledati f(1) in f(i)
f(1) = A + B = (a1 + b1) + i(a2 + b2),
f(i) = Ai − Bi = (−a2 + b2) + i(a1 − b1).
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Matrična oblika linearne transformacije f je torej
M =
[
a1 + b1 −a2 + b2
a2 + b2 a1 − b1
]
.
Linearna transformacija M je nesingularna natanko tedaj, ko je detM ̸= 0. Izra-
čunajmo
detM = (a1 + b1)(a1 − b1) − (a2 + b2)(−a2)(−a2 + b2) =
= a21 + a22 − (b21 + b22) =
= |A|2 − |B|2.
Torej je transformacija f bijektivna natanko tedaj, ko je |A| ≠ |B|. Afina trans-
formacija ima obliko f(z) = Az + Bz + C, kjer so A, B, C ∈ C - torej linearna
transformacija in translacija. Afina transformacija je torej bijektivna natanko te-
daj, ko je linearna transformacija g(z) = Az +Bz bijektivna. Glavna lastnost afinih
transformacij je, da za vsak z, w ∈ C in vsak t ∈ R velja
f((1 − t)z + tw) = (1 − t)f(z) + tf(w)
torej, da ohranjajo afine kombinacije. Afine transformacije v splošnem ne ohranjajo
razdalj in kotov, slikajo pa premice v premice, vzporedne premice v vzporedne pre-
mice, težišča v težišča in razpolovišča v razpolovišča. Označimo s Tr = {z ∈ C; |z| =
r} krožnico z radijem r in s središčem v izhodišču. Pokazali bomo, da za poljubno
elipso E obstaja taka afina transformacija, ki krožnico Tr preslika v elipso E.
Trditev 2.5. Če je f(z) = Az + Bz + C bijektivna afina linearna transformacija,
potem je slika krožnice Tr elipsa z goriščema C ± 2r
√
AB, daljšo polosjo dolžine
(|A| + |B|)r in krajšo polosjo dolžine ||A| − |B||r.
Dokaz. Kot vemo, afino transformacijo f sestavljata linearna transformacija g(z) =
Az + Bz in translacija za C. Za sedaj bomo predpostavili, da je C = 0. Potem je
f(z) = Az + Bz bijektivna linearna transformacija. Lahko vzamemo r = 1 zaradi
linearnosti f - torej f(rz) = rf(z). Krožnico T1 označimo kar s T . Če je ali A = 0
ali B = 0, potem f predstavlja bodisi rotacijo in razteg (če B = 0) bodisi rotacijo,
razteg in zrcaljenje (če A = 0), torej je slika T krožnica z radijem ali |A| ali |B|. V
tem primeru torej izrek drži.
Predpostavimo sedaj, da sta oba A in B različna od 0. Iz linearne algebre vemo,
da je slika enotske krožnice T elipsa s središčem v izhodišču [2]. Parametriziramo
T z R(t) = eit, kjer t ∈ [0, 2π). Slika T je torej f(eit) = Aeit + Be−it = |A|ei(θ+t) +
|B|ei(ϕ−t), kjer je A = |A|eiθ in B = |B|eiϕ. Oglejmo si neenakosti
||A| − |B|| ≤ ||A|ei(θ+t) + |B|ei(ϕ−t)| ≤ |A| + |B|.
Ta neenakost vedno velja zaradi trikotniške neenakosti. Sedaj nas zanima še, kdaj
velja enakost. Enakost ||A|ei(θ+t) + |B|ei(ϕ−t)| = |A| + |B| velja natanko tedaj, ko je
ei(θ+t) = ei(ϕ−t). To velja, ko je θ + t = ϕ − t + 2nπ, oziroma t = 12(ϕ − θ) + nπ, za
nek n ∈ Z. Pri tako izbranih t imamo dve možnosti za eit in sicer, ko je t = 12(ϕ− θ)
ali t = 12(ϕ − θ) + π. Pri teh dveh vrednostih je |f(e
it)| = |A| + |B|. To je največja
razdalja med elipso in središčem, zato je dolžina daljše polosi |A| + |B|. Enakost
||A| − |B|| = |A|ei(θ+t) + |B|ei(ϕ−t)| velja natanko tedaj, ko je ei(θ+t) = −ei(ϕ−t). To
bo veljalo, če je θ + t = ϕ− t+π +2nπ, oziroma t = 12(ϕ−θ)+
π
2 +nπ, za nek n ∈ Z.
Spet dobimo dve možnosti za eit in sicer, ko je t = 12(ϕ−θ)+
π






V teh dveh primerih je |f(eit)| = ||A| − |B||. To je najkrajša razdalja med elipso in
središčem, torej je dolžina krajše polosi ||A| − |B||. Gorišči ležita na premici, ki je
nosilka daljše polosi. Pokazali smo, da je f(e
i(ϕ−θ)
2 ) skrajna točka na daljši polosi.
Za to točko velja
f(e
i(ϕ−θ)













|A| (izberemo tisti koren, ki ima argument v












Gorišči torej ležita na premici vzporedni
√
AB. Če z a = |A|+ |B| označimo dolžino
daljše polosi in z b = ||A| − |B|| dolžino krajše polosi, potem je oddaljenost gorišč






V primeru, ko C ̸= 0 zgornji dokaz še vedno velja za linearno transformacijo
g(z) = Az + Bz torej, da je g(T ) elipsa z gorišči v ±2
√
AB. Transformacija f torej
slika T v elipso z gorišči v C ± 2
√
AB. S tem je izrek dokazan. □
Sedaj bomo dokazali Steinerjev izrek. Če je trikotnik enakostraničen, potem je
Steinerjeva elipsa kar včrtan krog tega trikotnika. Za ostale primere bomo uporabili
afine transformacije.
Dokaz. Najprej bomo pokazali, da Steinerjeva elipsa obstaja. Vzemimo ω = e2πi/3
in enakostraničen trikotnik z oglišči v 1, ω, ω2. Za vsak trikotnik △z1z2z3 obstaja
enolično določena afina transformacija f(z) = Az + Bz + C, da je f(1) = z1, f(ω) =
z2 in f(ω2) = z3. Izračunajmo A, B in C
A + B + C = z1,
Aω + Bω + C = z2,
Aω2 + Bω2 + C = z3.
Če upoštevamo, da je ω = e−2πi/3 = eπ4i/3 = ω2 in ω2 = ω, dobimo rešitev sistema
A = 13(z1 + ω
2z2 + ωz3),
B = 13(z1 + ωz2 + ω
2z3),
C = 13(z1 + z2 + z3) = zS.
Točke z1, z2, z3 po predpostavki niso kolinearna, torej je f bijekcija C, saj bi bila
sicer slika f premica. Krog včrtan enakostraničnemu trikotniku z ogljišči 1, ω in ω2
ima središče v izhodišču. Očrtan krog tega trikotnika ima radij 1. Ker je trikotnik
enakostraničen ima torej včrtan krog trikotnika polovičen radij očrtanega kroga to-
rej r = 12 . Včrtan krog je torej T 12 . Krog T 12 je Steinerjeva elipsa za enakostraničen
trikotnik, slika f(T 1
2
) je elipsa, ki je tangentna na stranice trikotnika △z1z2z3 v
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njihovih razpoloviščih, saj afine linearne transformacije slikajo razpolovišča v razpo-
lovišča in tangentne krivulje v tangentne krivulje. Torej je slika f(T 1
2
) Steinerjeva
elipsa trikotnika △z1z2z3. Za izračun gorišč te elipse potrebujemo AB.
AB = 19(z
2
1 + z22 + z23 + (ω + ω2)(z1z2 + z2z3 + z1z3))
= 19(z
2
1 + z22 + z23 − (z1z2 + z2z3 + z1z3))
= 19((z1 + z2 + z3)
2 − 2(z1z2 + z2z3 + z1z3) − (z1z2 + z2z3 + z1z3))
= g2 − 13(z1z2 + z2z3 + z1z3)
Po trditvi 2.5 ima ta elipsa gorišča kot v izreku. Sedaj moramo pokazati še enoličnost
Steinerjeve elipse. Naj bo E neka Steinerjeva elipsa trikotnika △z1z2z3. Obstaja
afina transformacija g, ki krožnico T 1
2
preslika v E. Praslika trikotnika △z1z2z3
s transformacijo g je trikotnik △Z1Z2Z3. Ker je včrtani krog T 1
2
tangenten na
stranice △Z1Z2Z3 v razpoloviščih je trikotnik △Z1Z2Z3 enakostraničen. Očrtan
krog enakostraničnega trikotnika ima radij dvakrat večji od včrtanega, zato oglišča
Z1, Z2, Z3 ležijo na T1. Transformacijo g lahko komponiramo z rotacijo, ki slika Z1
v 1 in torej tudi {Z2, Z3} v {ω, ω2}. Dobljena g̃ je inverz konstruirane f in E je zato
ista elipsa kot konstruirana Steinerjeva elipsa. □
Sedaj, ko vemo, da lahko vsakemu trikotniku včrtamo Steinerjevo elipso, se lahko
lotimo dokaza Siebeckovega izreka izrek 2.3.
Dokaz. Če razpišemo polinom s pomočjo Vietovih formul, dobimo
p(z) = z3 − (z1 + z2 + z3)z2 + (z1z2 + z2z3 + z1z3)z − z1z2z3
in
p′(z) = 3z2 − 2(z1 + z2 + z3)z + (z1z2 + z2z3 + z1z3).
Označimo z zS = 13(z1 + z2 + z3) težišče trikotnika, ki ga določajo ničle polinoma p.
Če izrazimo ničle odvoda p′, ki je kvadratni polinom, dobimo
w1,2 =
2(z1 + z2 + z3) ±
√











3(z1z2 + z2z3 + z1z3).
Vidimo, da ničli sovpadata z gorišči Steinerjeve elipse trikotnika △z1z2z3. □
3. Razširitev Siebeckovega izreka
V prejšnjem razdelku dokazali izrek 2.3 oziroma Siebeckov izrek. Izrek si lahko
predstavljamo kot posledico sledečega izreka [4, izrek 4,2].
Izrek 3.1. Naj bodo m1, m2, m3 ∈ R, mj > 0 in z1, z2, z3 ∈ C različne nekolinearne









Ničli funkcije f sta gorišči elipse včrtane trikotniku △z1z2z3, ki je na daljice z2z3,











an((z − z2)(z − z3) + (z − z1)(z − z3) + (z − z1)(z − z2))








Torej je izrek 2.3 poseben primer izreka 3.1, kjer so m1 = m2 = m3 = 1 in elipsa iz
izreka je Steinerjeva elipsa trikotnika △z1z2z3.
Preden se lotimo dokazovanja izreka, moramo najprej pokazati obstoj takšne
elipse.
Trditev 3.2. Elipsa, opisana v izreku 3.1, obstaja za vse zi in mj, ki izpolnjujejo
pogoje iz izreka.
Dokaz. Kot vemo, obstaja afina preslikava, ki slika poljubne tri nekolinearne točke
v poljubne tri nekolinearne točke. Poleg tega afine preslikave ohranjajo konveksne
kombinacije in slikajo krožnice v elipse. Ohranjanje konveksnih kombinacij pomeni,
da če imamo točko, ki daljico razdeli v nekem razmerju, bo tudi slika točke razdelila
sliko daljice v enakem razmerju. Za dokaz obstoja elipse iz izreka je torej dovolj do-
kazati, da obstaja trikotnik, katerega včrtan krog razdeli stranice v danih razmerjih.
Označimo notranje kote z α, β, γ. Označimo z r radij včrtanega kroga trikotniku, ki























Iz teh dveh enakosti lahko izrazimo β in γ kot














Želimo dobiti trikotnik, torej mora veljati α + β + γ = π oziroma













Na levi strani te enakosti imamo gladko strogo naraščajočo funkcijo α, ki je v
α = 0 enaka 0, v α = π pa je enaka 3π. Zaradi zveznosti obstaja tak α, kjer je leva
stran enaka π. Ker je funkcija strogo naraščajoča, je tak α natanko en. Torej je
tak trikotnik določen do podobnosti natančno. Izberemo poljubnega. Kot smo že
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prej omenili, obstaja afina preslikava, ki ogljišča tega trikotnika preslika v z1, z2, z3
in včrtan krog preslika v iskano elipso. S tem je trditev dokazana. □
Oglejmo si še nekaj lastnosti tangent na elipso.





(a > b) natanko tedaj, ko velja c2 = a2m2 + b2.
Dokaz. Vstavimo enačbo premice v enačbo elipse in dobimo
x2
a2





b2x2 + a2(mx + c)2
a2b2
= 1,
b2x2 + a2(mx + c)2 = a2b2,
(a2m2 + b2)x2 + 2a2mcx + a2(c2 − b2) = 0.
Če je premica res tangenta, bo morala imeti ta kvadratna enačba za x natanko eno
rešitev. Zanima nas torej, kdaj je diskriminanta enaka 0. Računamo
(2a2mc)2 − 4(a2m2 + b2)a2(c2 − b2) = 0,
4a4m2c2 − 4a2(a2m2 + b2)(c2 − b2) = 0,
a2m2c2 − (a2m2 + b2)(c2 − b2) = 0,
−b2c2 + a2m2b2 + b4 = 0,
c2 − a2m2 − b2 = 0,
c2 = a2m2 + b2.
S tem je lema dokazana. □
Lemo 3.3 potrebujemo za dokaz naslednje leme.
Lema 3.4. Tangenti na elipso iz točke A, ki leži zunaj elipse, z daljicama od točke
A do gorišč elipse objemata skladna kota.
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Slika 2.




= 1 (a > b) in točko (x0, y0) zunaj nje. Naj
bo enačba tangente skozi točko (x0, y0) enaka y = mx + c. Po lemi 3.3 za tangenti
velja c2 = a2m2 + b2. Iz enačbe tangente izrazimo c in vstavimo v tangentni pogoj
ter dobimo kvadratno enačbo za m
a2m2 + b2 = (y − mx)2
oziroma
(x2 − a2)m2 − 2xym + (y2 − b2) = 0.
Po Vietovih formulah vemo, da za primere, ko |x| ≠ |a|, velja









Ko je |x| = |a| imamo točko na elipsi in tangento skozi njo. Ta primer bomo
obravnavali kasneje. Koordinati gorišč sta (e, 0) in (−e, 0), kjer je e2 = a2 − b2.








Zanima nas, ali sta kota med tangentama in premicama skozi gorišči skladna. Torej
nas zanima, ali velja
(8) m1 − k11 + m1k1
= k2 − m21 + m2k2
.
Preoblikujmo enakost
(m1 − k1)(1 + m2k2) = (k2 − m2)(1 + m1k1),
m1 − k1 + m1m2k2 − m2k1k2 = k2 − m2 + m1k1k2 − m1m2k1,
(m1 + m2) − (m1 + m2)k1k2 + m1m2(k1 + k2) = k1 + k2,
(m1 + m2)(1 − k1k2) + m1m2(k1 + k2) = k1 + k2.
















Če iz te enakosti odpravimo ulomke in okrajšamo 2x0y0, dobimo enakost
(x20 − e2 − y20) + (y20 − b2) = x20 − a2,
kar pa se prevede na
a2 − b2 = e2.
Enakost (8) je torej ekvivatentna enakosti a2 − b2 = e2. □
Oglejmo si, kakšna je enačba tangente na elipso v dani točki na elipsi.




= 1 v dani točki





če y0 ̸= 0. Če velja y0 = 0 je tangenta navpična.







To lahko prevedemo v
y
b2
y′ = − x
a2
oziroma









s čimer je lema dokazana. Ko imamo primer, kjer je y0 = 0, smo v točki (a, 0) ali
(−a, 0), kjer je a dolžina daljše polosi. V tem primeru imamo navpični tangenti. □
18
Sedaj si oglejmo še eno pomembno lastnost elipse.
Lema 3.6. Kota med tangento in nosilkama daljic od težišč do točke, v kateri se
tangenta dotika elipse, sta skladna.
Dokaz. Najprej bomo pokazali, da tangenta razpolavlja kot med premicama od go-
rišč do točke. Označimo točko, v kateri se tangenta in elipsa dotikata, z P (x0, y0).















Označimo (konveksen) kot med tangento in nosilko daljice PF1 z α ter kot med












2y20 + (x0 − e)b2x
(x − e)a2y − b2xy
= − a
2y20 + b2x20 − eb2x





















2y20 + (x0 + e)b2x
(x + e)a2y − b2xy
= a
2y20 + b2x20 − eb2x












Kota sta skladna. Ko imamo primer, kjer ne moremo izraziti smernega koeficiena
tangente, torej ko velja y0 = 0, potem smo v točki (a, 0) ali (−a, 0). Tangenta je
tu navpična, kota, ki jih primerjamo, pa sta oba prava, torej lema velja tudi za ta
primer. S tem je lema dokazana. □
Sedaj se lahko lotimo dokazovanja izreka 3.1.
Dokaz izreka 3.1. Najprej se moramo prepričati, da ima f res dve ničli. Če člene v f
združimo v en ulomek, dobimo s števcu kvadratni polinom z vodilnim koeficientom
M := m1 + m2 + m3. Ničli tega polinoma sta tudi ničli f . Označimo ju z w1, w2.
Funkcijo f torej lahko zapišemo kot
f(z) = M(z − w1)(z − w2)(z − z1)(z − z2)(z − z3)
.
Sedaj si oglejmo elipso, ki ima gorišči v w1 in w2 in je tangentna na daljico z1z2
(takšna elipsa je natanko ena). Želimo pokazati, da je ta elipsa tangentna tudi
na daljici z2z3 in z3z1 ter da so delilne točke daljic kot v izreku. Po lemi 3.4, bo
daljica z3z1 tangentna na elipso, če sta kota γ := ∠w1z1z3 in δ := ∠z2z1w2 skladna.













Oglejmo si sedaj limito funkcije (z − z1)(z − z2)(z − z3)f(z). Imamo dva zapisa za
f , torej lahko to izračunamo na dva načina. Velja
(9) lim
z→z1
(z − z1)(z − z2)(z − z3)f(z) =
lim
z→z1
(m1(z − z2)(z − z3) + m2(z − z1)(z − z3) + m3(z − z1)(z − z2)) =
m1(z − z2)(z − z3),
lim
z→z1
(z − z1)(z − z2)(z − z3)f(z) = lim
z→z1
M(z − w1)(z − w2) = M(z − w1)(z − w2).
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Slika 3.
Funkcija (z − z1)(z − z2)(z − z3)f(z) je v z1 zvezna, torej morata biti ti dve limiti
enaki in velja









Iz tega sledi, da velja





















Torej sta kota γ in δ skladna, kar pomeni, da je daljica z3z1 tangentna na elipso.
Analogen argument pokaže, da je tudi stranica z2z3 tangentna na elipso. Sedaj
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bomo dokazali, da točka, v kateri se daljica z1z2 dotika elipse, razdeli z1z2 kot v




ta točka. Enačbo za v3 lahko preoblikujemo
v3m1 + v3m2 − m1z2 − m2z1 = 0


















M(v3 − w1)(v3 − w2)
(v3 − z1)(v3 − z2)(v3 − z3)
.
Združimo rezultata in dobimo enakost
(w1 − v3)(w2 − v3)




Za točke na elipsi velja, da daljici od gorišč do točke z tangento na elipso v tej
točki opišeta skladna kota. Če naj bo torej v3 točka na elipsi, morata biti kota













Po zgornji enakosti velja





















točki na elipsi. Pokazali smo, da za ničli funkcije f res velja, da sta gorišči elipse iz
izreka, torej je izrek dokazan. □
4. Najbolje prilegajoče premice
Sedaj si bomo ogledali najbolje prilegajoče premice za ničle polinoma in ničle
njegovega odvoda ter povezavo med njimi. Rezultati so povzeti po [3].
Definicija 4.1. Naj bodo z1, z2, . . . , zn ∈ C, n ≥ 2 točke v kompleksni ravnini. Naj-
bolje prilegajoča premica za množico točk {z1, . . . , zn} je premica, ki ima najmanjšo
vsoto kvadratov razdalj točk do premice.
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Želimo izraziti povezavo med najbolje prilegajočimi premicami za ničle polinoma
in za ničle njegovega odvoda. Če želimo to storiti, najprej potrebujemo najbolje
prilegajoče premice za neko množico točk.












• Če je Z = 0, potem je vsaka premica skozi zS najbolje prilegajoča premica za
z1, . . . , zn.
• Če Z ̸= 0, potem je edina najbolje prilegajoča premica za z1, . . . , zn tista, ki
poteka skozi zS in je vzporedna vektorju of 0 do
√
Z.
Opomba 4.3. Imamo dve možnosti za
√
Z. Ni pomembno, katero izberemo, saj
sta vektor od 0 do
√
Z in vektor od 0 do −
√
Z vzporedna.
Dokaz. Vsaka premica L v kompleksni ravnini je pravokotna na nek enotski vektor
eiϕ za nek ϕ ∈ [0, π). Njeno enačbo je možno zapisati v obliki
x cos ϕ + y sin ϕ = c.
za nek c ∈ R. Vemo, da veljata naslednji enakosti
ℜ(z) = 12(z + z),
ℑ(z) = − i2(z − z).




−iϕ + eiϕ) + iy(e−iϕ − eiϕ))
= x cos ϕ + y sin ϕ.
Premico je torej možno zapisati tudi kot:
ℜ(ze−iϕ) = c
Razdalja točke zj = xj + iyj do premice L je d(z, L) = |xj cos ϕ + yj sin ϕ − c| =






















Torej, če je D minimalen, potem težišče točk zS leži na premici. Naj bo z̃j = zj −zS.








Oglejmo si naslednji enakosti
ℜ(−iz) = −12(iz − iz) = −
i
2(z − z) = ℑ(z),
ℑ(z2) = − i2(z
2 − z2) = − i2(z − z)(z + z) = 2ℜ(z)ℑ(z).































Če je Z = 0, potem je D neodvisen od ϕ, torej so vse premice skozi zS najbolje
prilegajoče za z1, . . . , zn. V primeru, da Z ̸= 0 in če želimo, da je D minimalen,
mora biti (e−iϕ
√






t ; t > 0
i
√
|t| ; t < 0
.
Vedno si lahko izberemo tak ϕ, da bo t > 0 ali tak ϕ, da bo t < 0. Oglejmo si sedaj







































= −2t < 0.













= 2|t| > 0.
V tem primeru je minimum. Da bo t ∈ R in da bo t < 0 mora biti −ϕ = π−arg(
√
Z)
oziroma ϕ = arg(
√
Z) − π, kar pomeni, da mora biti ϕ takšen, da je premica, ki jo
določa, vzporedna z vektorjem od 0 do
√
Z. □
Sedaj si oglejmo naslednjo trditev, ki povezuje Z za ničle polinoma p in W =∑n−1
j=1 (wj − wS)2 za ničle odvoda p′.
Trditev 4.4. Naj bo p moničen polinom stopnje n s težiščem ničel v izhodišču. Tedaj
W = n − 2
n
Z









Sedaj je torej Z = ∑nj=1 z2j . Ker je zS = 0, je tudi z1 + · · · + zn = 0. Po trditvi 2.1








Iz Vietovih formul vemo, da je ∑j<k zjzk = an−2, torej imamo enakost Z = −2an−2.









Odvoda p′ in p′
n
imata enake ničle, torej lahko W izračunamo iz kateregakoli od
njiju. Velja torej







V resnici ta trditev velja tudi za polinome, ki niso monični (saj imajo enake ničle
kot, če jih delimo z vodilnim členom) in tudi za polinome, ki nimajo težišča ničel
v koordinatnem izhodišču. Namreč, če ima nek polinom p težišče ničel v T , potem
lahko namesto p(z) opazujemo p(z − T ). Ta polinom izpolnjuje pogoje iz trditve
in zato zanj trditev velja, njegove ničle in ničle njegovega odvoda pa so le premo
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premaknjene ničle p, torej trditev velja tudi za p. S to povezavo zlahka dokažemo
naslednji izrek.
Izrek 4.5. Najbolje prilegajoče premice za ničle polinoma p in najbolje prilegajoče
premice za ničle njegovega odvoda p′ sovpadajo.
Dokaz. Po trditvi 2.1 vemo, da se težišče ničel polinoma in težišče ničel odvoda
ujemata. Brez škode za splošnost smemo predpostaviti, da oba ležita v koordinatnem










Z. Iz tega sledi, da je vektor od 0 do
√
Z vzporeden
vektorju od 0 do
√
W . Po izreku 4.2 vemo, da je najbolje prilegajoča premica (v
tem primeru je samo ena, ker je Z ̸= 0) tudi vzporedna vektorju od 0 = wS do
√
Z.
Če pa velja Z = 0, potem je tudi W = 0 in zato je vsaka premica skozi zS najbolje
prilegajoča. □
Ta izrek lahko uporabimo zaporedno. Najbolje prilegajoče premice za ničle od
p(k), 1 ≤ k ≤ n − 2 torej vse sovpadajo z najbolje prilegajočimi premicami za ničle
polinoma p. Če ima kvadratni polinom p(n−2) različni ničli, potem je premica skozi ti
dve ničli najbolje prilegajoča premica za ničle p. Hkrati je iz dokazov izrekov razvi-
dno, da so najbolje prilegajoče premice za ničle polinoma odvisne le od koeficientov
an−1 in an−2.
5. Rolleove množice
V tem razdelku si bomo ogledali tako imenovane Rolleove množice. Rezultati so
povzeti po [6]. V ta namem bomo obravnavali monične polinome stopnje vsaj 2, ki
imajo drugi koeficient an−1 = 0, torej




Iz Vietovih formul vemo, da je an−1 = −(z1 + z2 + · · · + zn). Če je torej an−1 = 0,
to pomeni, da je težišče ničel zS = −an−1n = 0. Če odvajamo, dobimo




Definicija 5.1. Rolleova množica polinoma p, ki ima koeficient an−1 = 0, je mno-
žica, ki vsebuje vse ničle polinoma in vse ničle njegovega odvoda p′. Torej
R = {zj, wk; j ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}}.
Množica, ki jo dobimo tako, da Rolleovo množico R rotiramo okoli izhodišča za
kot σ, označimo z Rσ.
Trditev 5.2. Če je množica R Rolleova množica za polinom p, potem je množica
Rσ Rolleova množica za polinom p(ze−iσ).










p(ze−iσ) = e−iσp′(ze−iσ) = ne−iσ
n−1∏
j=1





Torej velja, da je Rσ = {zjeiσ, wkeiσ; j ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}}. □
Definicija 5.3. Rolleova množica R je kolinearna, če vse njene točke ležijo na neki
premici skozi izhodišče.
Če so vse ničle polinoma p realne, ima polinom p realne koeficiente in so, zaradi
Rolleovega izreka za odvedljive realne funkcije na realni osi, tudi vse ničle njegovega
odvoda p′ realne. Ker so Rolleove množice invariantne za rotacijo, to pomeni, da
če vse ničle zj ležijo na isti premici, potem tudi wk ležijo na tej isti premici. Torej,
če so vse ničle zj polinoma p iz Rolleove množice R kolinearne, potem je tudi R
kolinearna. Sedaj si bomo ogledali enakost, ki velja za vse Rolleove množice.









To je drugače zapisana trditev 4.4, ki smo jo že dokazali. Ta enakost torej velja
za vsako Rolleovo množico. Če je množica kolinearna, potem lahko povemo še nekaj
več. Velja namreč naslednja trditev.









Dokaz. Ker je R kolinearna vemo, da obstaja tak kot ϕ, da velja
zj = ±|zj|eiϕ ∀j,
wk = ±|wk|eiϕ ∀k.









Iz te enakosti okrajšamo eiϕ in dobimo iskano enakost. □
Razvidno je, da je izpolnjevanje te enakosti potreben pogoj za kolinearnost mno-
žice. Če je tudi zadostni pogoj še ni znano, obstaja pa naslednja domneva.









Enačaj velja natanko takrat, kadar je R kolinearna.
Ogledali si bomo dokaze te domneve za nekaj posebnih primerov. Začeli bomo
s primerom, ko imamo Rolleovo množico polinoma stopnje 3. Recimo, da ničle
polinoma z1, z2, z3 niso kolinearne. Če so, že vemo, da tudi w1, w2 ležita na isti
premici. Sedaj imamo za neka b, c ∈ C polinom p oblike
p(z) = z3 − bz + c.
Odvod je
p′(z) = 3z2 − b.
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Lahko izvedemo rotacijo, po kateri bo b ∈ R in b > 0. Iz odvoda lahko razberemo,
da velja
w21 = w22 =
b
3 .
Po trditvi 5.4 velja




1 + z22 + z23)
oziroma




1 + z22 + z23 |.








1 | + |z22 | + |z23 | =
1
3(|z1|
2 + |z2|2 + |z3|2).
Ker velja w21 > 0 in w22 > 0, velja
|w21 + w22| = |w21| + |w22| = |w1|2 + |w2|2.
Iz tega sledi, da velja
|w1|2 + |w2|2 ≤
1
3(|z1|
2 + |z2|2 + |z3|2).
Enakost v trikotniški neenakosti velja, ko so z2j , j = 1, 2, 3 števila na istem poltraku
iz izhodišča, kar pomeni, da so zj, j = 1, 2, 3 števila na isti premici skozi 0. S
tem je domneva dokazana za polinoma stopnje 3. Sedaj si bomo ogledali še dokaze
domneve za nekaj posebnih primerov.
evih množic glede na rotacijo okoli izhodišča smemo brez škode za splošnost pred-
postaviti, da težišče ničel polinoma p zS leži v koordinatnem izhodišču in da ničli
odvoda ležita na realni osi. Če sta a in b polosi Steinerjeve elipse, potem velja
a2 − b2 = c2 = w21 = w22. Kompleksna števila zapišemo v obliki z = x + iy, nato na
ravnini, za t ∈ R, definiramo preslikavo










Enačaj velja natanko tedaj, ko so tudi vse zj realne.
































Ta enakost velja le v primeru, ko imajo vsi z2j isti argument, kar pomeni, da obstaja
tak kot ϕ, da velja z2j = |zj|2eiϕ. Iz tega sledi, da za vsak j velja:
zj = ±|zj|eiϕ/2
Torej so vse zj na isti premici skozi izhodišče. Vemo, da če zj ležijo na isti premici,
potem na tej premici ležijo tudi vsi wj. Po predpostavki so vsi wj realni, torej so
tudi vsi zj realni. □
Domneva prav tako drži za dvočlenske polinome, torej polinome oblike p(z) =
zn + azn−k za 2 ≤ k ≤ n (primer ko je k = 1 ne obravnavamo, saj obravnavamo
polinome, kjer je an−1 = 0). Lahko predpostavimo, da je a = 1. To predstavlja
rotacijo in razteg celotne ravnine, natančneje namesto p(z) opazujemo p( k
√
az), kjer





az) = ank zn + aa
n−k
k zn−k = ank (zn + zn−k).
Kot doslej smemo polinom deliti z vodilnim členom, saj nas zanimajo le ničle poli-
noma.
Izrek 5.7. Domneva 2 drži za dvočlenske polinome.
Za dokaz domneve za ta primer bomo potrebovali naslednjo lemo.







Če je x realno število, za katerega velja x > xj za vsak j, potem velja neenakost




Dokaz. Zgornja neenakost je ekvivalentna
k log (x − a) >
k∑
j=1
log (x − xj).
Iz definicije za a vemo, da velja:





















log (x − xj).
Ta neenakost velja za x > max {xj}, saj je tam log strogo konkavna funkcija, za












To je iskana neenakost za f = log in zj = x − xj. □
Dokažimo sedaj Izrek 5.7.
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Dokaz. Polinom p lahko zapišemo v obliki
p(z) = zn + zn−k = zn−k(zk + 1).
Torej je njegov odvod enak
p′(z) = nzn−1 + (n − k)zn−k−1 = nzn−k−1(zk + n − k
n
).
Polinom ima torej (n − k) kratno ničlo v 0 ter še k ničel, ki predstavljajo različne
k-te korene −1, odvod pa ima (n−k −1) kratno ničlo v 0 in še k ničel, ki so različne
možnosti za k-ti koren števila −n−k
n
. Ničle polinoma imajo torej absolutno vrednost
ali 0 v (n − k) primerih ali 1 v k primerih ničle odvoda pa imajo absolutno vrednost

































≤ n − 2
n
.
Če je k = 2, velja enačaj, ko pa je k = n pa je leva stran enaka 0, desna pa
je pozitivna, torej v teh dveh primerih domneva drži. Enakost bo veljala samo v
primeru, ko je k = 2, saj je desna stran neodvisna od k. V ostalih primerih pa
potrebujemo lemo 5.8. Vzemimo vrednosti x1 = · · · = xk−2 = 0, xk−1 = xk = k in









produkt desne strani neenakosti iz leme 5.8, je enak⎛⎝k−2∏
j=1
x
⎞⎠ (x − xk−1)(x − xk) = nk−2(n − k)2,
leva stran pa je enaka (n−2)k. Želimo pokazati, da je neenakost iz leme ekvivalentna
neenakosti 10. Kot vemo, bo enakost pri 10 izpolnjena samo pri k = 2, torej lahko
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(n − k)2nk < (n − 2)kn2,
(n − 2)k > nk−2(n − k)2.
S tem je izrek dokazan. □
Zaključek
Ogledali smo si Gauss-Lucasov izrek in nekaj njegovih posplošitev, namreč po-
splošitev, ki nam poda informacije za več točk, kot samo za ničle odvoda. Nato
smo pokazali, da sta ničli odvoda polinoma stopnje 3 tudi gorišči Steinerjeve elipse
včrtane trikotniku △z1z2z3. Ta izrek smo posplošili in dobili podoben rezultat za
nekatere racionalne funkcije. Pokazali smo tudi, da najbolje prilegajoče premice za
ničle polinoma in njegovega odvoda sovpadajo, za Rolleove množice pa smo ugoto-
vili, v katerih primerih so kolinearne. Omenili smo tudi domnevo o neenakosti, ki
naj bi veljala za vse Rolleove množice ter jo dokazali za nekatere posebne primere.
Slovar strokovnih izrazov
affine transformation afina transformacija
binomial polynomial dvočlenski polinom
convex hull konveksna ovojnica
eigenspace lastni podprostor
inellipse včrtana elipsa
line of best fit najbolje prilegajoča premica
monic polynomial moničen polinom
rectilinear kolinearna
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